Satz. Seien U und V binomialverteilt mit U ~ Bin(m,p) und V ~ Bin(n,q). Dann sind
dquivalent:

o U + YV ist binomialverteilt
°*p=gq.

Beweis. Wenn p = q ist, dann zihlt ¢/ die Erfolge von m unabédngigen Bernoulli-Experimenten
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p und V zihlt die Erfolge von n solcher Experimente. Also zéhlt
die Summe die Erfolge von m + n solcher Experimente und ist deshalb Bin(m, p)-verteilt.

Wir zeigen nun, dass U + )V nicht binomialverteilt ist, wenn wir p # ¢ haben. Ohne Ein-
schrinkung konnen wir annehmen, dass p < ¢ ist. Die Varianzen von ¢/ und V sind ¢} =
mp(1 — p) und o3 = ng(1 — q).

Angenommen W = U + V wire binomialverteilt. Dann wiren die moglichen Werte von W
die Zahlen zwischen 0 und m + n und W wiirde die Anzahl der Erfolge von m + n Bernoulli-
Experimenten mit einer Wahrscheinlichkeit r zdhlen. Also wire W ~ Bin(m + n, ).

Dann hitte W die Varianz o3, = (m+n)r(1—r). Andererseits, weil i/ und ) unabhiingig sind,
ist die Varianz von W gleich der Summe der Varianzen von { und V, also 03, = o + o5, und
damit

(m+n)r(1—r)=mp(l —p) +nqg(l —q)

also

r(l—r)= p(l—p)+ q(1 —q).
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Sei f die Funktion f: [0,1] — R, f(z) = (1 — z). Dann steht oben

m n
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f(a). ey

Wir wissen iiber die Erwartungswerte, dass

EU] = mp
EV] =nq
EW] = (m+n)r.

Dabher ist
(m+n)r=EW|=EU+V]=E[U]+ E[V] =mp+ ng,
also
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Die Gleichungen und (2) haben eine gewisse Ahnlichkeit. Gleichung sagt, dass r eine
Konvexkombination von p und ¢ ist, und Gleichung (1)) sagt, dass f(r) eine Konvexkombination
von f(p) und f(q) ist mit den gleichen Koeffizienten.

Aus der linearen Algebra wissen wir: Die Punkte in der Ebene auf der Strecke zwischen den
Punkten

[ f](gp)} und { f ?Q)l

haben die Form

p

) {f(p)} 7 {f((JQ)} ’

mit0 < o, <lunda+ 5 =1.

Wegen ™/m+n+"/m4n = m+1/min = 1 erfiillen auch o« = ™/m+n und 5 = "/m+n die Bedingung
0<a,8<1lunda+ 8= 1. Wegen Gleichung (2) ist » = ap + ¢ und wegen Gleichung
ist f(r) = af(p) + Bf(q)-

Geometrisch bedeutet dies, dass der Punkt

[/{m] - Lf;]; 1 gjﬂ(qj

auf der Geraden durch die Punkte (p, f(p) und (g, f(q)) liegt.

Andererseits ist f”(x) = ;56—22 x(1 — z) = —2. Die Funktion f ist also konkav. Sind p, ¢ mit
p < ¢ Werte im Definitionsintervall von f, und ist g, , die Gerade durch (p, f(p)) und (g, f(q))
(d.h., die Sekante durch f fiir p und ¢), dann liegen im Intervall (p, ¢) die Funktionswerte von f,

da f konkav ist, iiber der Geraden g, ,. Das heifit g, ,(r) < f(r) fir alle r € (p, q).

Wir haben also den Widerspruch hergeleitet, dass einerseits wegen der Gesetze fiir Erwartungs-
wert und Varianz der Punkt (7, f(r)) auf der Geraden durch (p, f(¢)) und (q, f(¢)) liegen muss,
dies andererseits wegen der Konkavitit von f nicht moglich ist.

Abbildung 2| zeigt die Funktion f und die Sekante durch die Punkte (p, f(p) und (q, f(q)) fiir
p = 0,1und ¢ = 0,8. Sie stammt aus einer Visualisierung) auf DESMOS, die f zeigt und in der
man p, ¢ € [0,1] beliebig wihlen kann und dann die entsprechende Sekante durch den Graphen
von f sieht. O


https://www.desmos.com/calculator/injdzsoayp

f(x) = x(1-x)

p=0.1 q=0.8
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Abbildung 2: Sekante durch den Graphen von f(z) = (1 — z).




