5.5 Die ()ormdverk’,z/awg_

Seit dewm A7 ]ahrhwdere/’ eutwickelfen Astrowomea iwmer p'é'zisere
lustriameule, wm die Poschouem vou Serven 2w bedpimmeec -

Gleichietig stlllea sie fest, dess ibwe HesSungeu slefs Felles ewHaelley,
wd ¢ versychten ac vesichen, Wie die Tehler verledt e

i Janie 180 vooffeddlichle  rl- Triedrich Geust Seme Methoole
der  Hpusleu 'Tdf/a?lcadmzz und ¢kllle cie n &qfcuuml:uﬁ mif

ciner VGIIC[/HM?, die Seithes alf die 9w-l/afci(um3 bekawt ist.

er bribscle Astrowom ]olm ffesrichel 2eigle 1850, wie dliese

Verleilume ek eiufachen Auralimen dbes die ihr augrende
Ligjcude,u Pnaspicn euntseht. Dir enbuickeln hier, wie sie mwit

elementarnn A’fjumew(eu auy diesew Auusmen lfajck,f‘/e/ wéerdw
kounn .

Astronomen bestimmton die Position eines Himuelsobjekts mit Teleskopew

cdie in horizoutaler uud verlileler écweﬁf wesdew  Ednuey. Das Dbkt

hat doun eine eindewtiq bestimmite Posibiou, aber b jedes Me.rswij fiudteF
mau eine (efwas) audeie Pesihiou.

Dir nebhimen au , dags Posibonea  mut [M.)/)- boordinalew besclrebeu
werdea und dass deg Obielt, for dag wir wus inksesSicren, Sich ind
WUrsprung (0,0) befindef. Die  (xy)- Messuungen enes Astrouowen

kdnagn wir als Weile  gweier ufadsiaricblen X Y awtched, die
cike  gemeiusame Ver/a;tcugj hebeu.

Sei dwyy die Dichle  dieser geweiusauen Verteilung . Dieses o
ist  daun dic Dicule oler Twldeelle,;/uuj, el jede vou (0,0)
verschiedeqe Mes.(uuj Fcbloflta.ﬁ(' ist.



Was siwd 1ernin{tige Auuchmen dber d ?
Herrschel schlag awei vor:

o Die lalwccheinlichliceit vou Feulera (L)
Sollte rucht von iheer ?:d«mj vom
Ursprung  abhaugen, Souclern wus vou
cler Eu(/emwj vowt Llrspru,nj~

o fehler iu dex x—?fchfuuj solltea |y,
u,ua,é/té'mﬂij v vou Fehlera iw oler
Y- Richting. ( Astronomen bendeten
2wel  unleSchicdliche Mechanismen for
che kq,ti.én’eru,uj ier '77:,/61&0/& i
}cdcr Qtdfﬁmg

Was bedeutet dres mathematiscl 7

e Der Abstaud des  Puulets (xy) vom Urspreug ist V)‘Z-fy’
[wa"lm,gom,s! ) Dalier 3/’b/ & cine Fuuktiou

g" [R:’ — /20+, So dagss @fl(’

dey) = g 12

. JSciey 7[)@7(5 olic margma,lew Dichlew you .
Aus der Llua.bhziujiﬁkeﬁ vou ¥ und ’\17 folgt

CIC)(\\/) = 7[% () - /? (y)



UnlerSuchen wir 2unéchst clie Be%-ie.hu,uj 2liscliev _f)f uud fj.

beil d abhdugt vow  Absiand des Punlds cay) vom Urspraung,
habeu wir

C/CK,@) = j(T/XZ+02) = 567017'{‘—);') = 0{(0,)()
Dewn'r st
fe (1) fyto) = dexior = dtow) = fy@) - fqx)

wedd Olaher
fy©

fye) = fpro) Fe
Jowohl  f wie /7 simd (ichien. Deshalb gi/f

Fy 0 fq 00 Fy 0
1= d-—”— ) d = L4 = =
ffR 7[:7 ) ax %(o) ffR 7[}5 i f% (o) f% (o)

Wer schliefies daraus, dags
fyw = few) fo. xR

Wis habew ogesehen, olass X wud y dicselbe Dichle haben, die wir
als { schreiben. Do dix,y) = 3(1/x2+71) st haben  wir

g™yt ) - for fo) . [a syeR

Giud )('7, mch(—ue?a.-hv, so st X:‘Vx_"- wud 7,:1/7,-2
Wir Lduueq cdann dlic Glcicha,uj obeu  Schrebew als

g ) = fCVR)- fVy2)

Wir sehew olo, dass die Fuakow 3(1/7) Summen vou Quadialen
abbilder awf Proclukic vew lerlw dieses Quadrate unter (7).

Fur m'chhuejo»lw‘uc 7 ailf aq,/ge,fdewn

3(x)= 3(‘(/12+o) = f{g)-/(ﬂ: K- feo

mit 1(=f(o)' oder g
fu= Z 90



/414.5 der G/e,i[,hw _
glVewyr) = f(¥2) . f(¥y?)

gch&z/Sa. wir

(@) glierey?) - flve) . f(Vy) = = 9[r) 9(1y?) fa xe®

Jede mcl«vfmja}?t& Zahl ist olas Cuadwt einer mchFMCja/uuc« Zhl(.
Deshalb bedewleF (%), dass far alle u,ue/,@ 9/l

9(Vurv ) - 2z 9l¥u) - g(%) .

Mulkiph areson wiv dies mit 2 | eckalien wir
kz 9(1/““/ ) - /jz 9(-/;) : _/:Z 7(W)
Mt hewy:= = g(Vk) enibl des

hiu+v) = hea)- /411/) /-a- “;Véfk’:

Aus hiusv) = bca) - Ucv) f.c.. a.ve/?:

Schtieflen wir, gestifid anf wugre Reyullake tiber Exponeubalfuntioneu,

u

hiw) = a far ein @ >0
begen h(u)=—k%~- 9(1/;) habew wir
L o) = 0% . fa uzo.

B gl aweh gu = K-fean. Daber ist far xzo
au-‘? 9[1/‘)-# kelk) = L prig)

= HVx) = k-o¥
o fw - [(43) = Ka' . fe x20



Dir haben alo

1
f{x) = K-af fa. «20

=

bas &t meit ”egO/w'l/eu x?  Beechle, dags

f(x)'/(o) = 3[(/12402} = 3((/(-:{)‘ + 0% )
= fex- fo,

Somit haben  uusere masginaleaq Dichien fk=7[7 =f die Gestalt
f[;(): l<-Q/K:L

Was bedewtet dies {for K wud a?
Aus  deu Ecd;ujuwgen fa‘r ciue dichle cctliefden wir
20 ol Jooy de = 1
f I
Die eusle Bednguug isk offewsictlich ecfGllt, folls K> 0 jst,
da a,xz>c9 ist fa. xel.
Die wecte gcdn’njuuj impliziert, dess a<cA ist, wed soust

x&'v:rw 0:."2 = Qo gt‘z‘/#&- Je: daher o:= '(09 aﬁ, Down s « >0

2
und foy = Ke™™



Bivariate Marmal

algy) = {w). ‘fb()

Die Kouslputen K wad a sid miteinander vesbuwden oirch
dic Kedmaa,nj
2
kjﬂ ef” dx =1

Wir  mochlen oerue. veistehen, wie maen 24 enein gcjeécueq Kk
das X fudet wuned tw«zyo’de/u'{'

Dos st alerdimgs schwer, weil die Grasinfunlcbionen you &~ ‘
sich wicht durch einen elementaven Ausdruck dansteleq lassex.

Alesdngs sivd wir wicht oy der Verteiluugsfuntrion (pdf)
x —ay?
[ ” Ke o/71

inleressieck, Sonderu au  dew /h%egm./

dewn K= il



Ohue.  Sammfunktion vou e st anch I schier 2« berethuen.

Urspmfnjhoh warea  wir a,//aa/fngs wiclF inferessiert auw der Dichte
ft«l: k@—«xz p

Sondesu an d(x.y) = 7[!%)~/17)~

Wag kdunen wir scllieflec aus der Bedinguug

ol
kz// < oY ol oy
R YR

kK* 1, 2

1}

1= ‘/ﬂZ ‘/IR dex,y) &dy

Wir Lonvewhicren wus 2undichsfF auf I,:

— - 2 _xy? —Xk(x24y?
I, - ij//P e T oY olxoly :{P{R R o&o(y
Des Inte gramof h&u(jf ner ab vowm Abstaad r des Argrments vom ﬂfs/omug.-
W eum (xy) aw) civew Kreis wit Reaolivs r Lfca!’,
hat dec Inlegramd den Werd € "

Eiu kres mit Breite AT und Kaolwy ~ hat
u,ujef’of/u eine FHdcke 2w Ac  unol tragt
uu7¢{’a€l,r ceu Wert

—art

e YA AN g

zwn lutegral bei.  Gelbt e — 0 emib dlies

i 1

-«
l'2 = f s r &% dr.
0

Dies luleﬁm/ Léyuen wir auswertea.



I, kawu wut des Subshrehousregel ausgewe ket wendew : Hier siud
f uud 9
(2 1

_ - _ 02 ) nus .(7m(oo/e./
IZ = fo 2w r e dr = C -‘[ Jf(ﬂ"')) - g'tr) or nicht ol
Fuale ioue

vou Vorher‘

f 3 g9
- -1 [7 ) @

gleo)
= - —;L ] fie) olz

9¢0)
- gloo) _2
:‘If - dz
g o)
T %@ o 31%®
= A [@ ng,) = (/.8 [6 10
T _ T
= - (0-1) =

Aujgamgfpwl(( for wusere ,?whuwujeu war ode Kedibrjuuj
K1, = 1.

Wir wisiea J’Gﬁ{'
Kz;:"T_'z/, und  daher K=;’§:.

&om//* ist s
— XX
foo) = T,

’W,

diec  Dichle vou KX und y



P . —ax?
Mikelwesk wud  Vartauy vou JK oo = Va o

_V_'

Mihelwert - Offeabar st f Sy mmetrsch ww O, dag heifff fe) = £-x) .
Also st clec Mittelwert M o/er Sc/fweflpuu/d' de/ %zr%ef/ujv 7[3@1« 0.

Vartanz: Wir wemden _packelle /uf'égraho% ay : /7(3’ - /g _/]1_’9
32= ff/l (X—/u,)zf(y) clx = /m

k% foo di
/
p  -ax® ‘ /J[ 9 —axt
= K /IR X e d« = K /m ("Z:X) (—Zo(x - e ) c/o(
g 7! g

|
~
L |
'T
&I~
x
©
X
xﬂ
N
g §
l
sa\

A 2
- -ax
2x € OLX)

(
|;
Py
%
I\
\
R
x
~
QU
r
"
‘x

Allgcme,{he, form oler normaley (Diddf—e/ (mif /u=0)

2 A

_ 1
3 = — = —
2. * 23*
ﬁ\’_ - ﬁ - A1 . i a 4
W 'Vze?_i W - VZ‘H'G’
Also B
A _ X
flx) = —= e 238*
Var

Dies st ene Dichte mit  Milelwert  u=o

Vouriany a*



Aﬂgemezue Foime der norwmalen Diclkle wneif beLidaigem Mikkelwert

Augewommen, der Stern, deu wir beobachiey f wickf an der (relle (0,0),
soucler aun oler Stelle (mv)-

Douu haingt  lie Fellerdichte ab vou Absfaud vou dicsewu Puilet. clas heifbt vou

—(/()(_/a)z + (7/—\>\2
I digsew Fall habeu die maiginalen Dicltea colie Forwm

2
A (X-m)

1= ¢

oder clit amaloge Forwm yut v,

Wit sagew ( dass ein 2V mit ohieser Dickle  normelvertedt wt nach W /,,.al).
lm Fade you Mo,l) Spreches wir vou der
o claud - Normalverteilung , mit  Dickte

xl

Bix) = :v e T

Die Ve/leitunj.cfwkﬁou vou 14/(0(4)

Die Verteliugs fuunktion dler ffauala.«oHUorwa/ue/}ez‘/ahj wird bezeichuef
als & wad erflllf

X vt
_qz'cx)z ‘VZ—? Ioo e~ 2z o/y.
Die Fuabbiou & lkauwu nickt clementar dalge\ﬁ[ﬂ” werdeu (das /tei/él;
es gibt keme Forwel) . Sie kauu ud‘hgmng& berecluet
werden dwch  uwwaerisclee /quJfahow o Nwplementieren gibt =
in stabghschen Bbliobethen (R, Java Pacltages) - 65 qibk asch
Tabelew.

Oft  mdchle wak, gegedeu eine Wakiickeinlileit p, das x frudew,
so dasy gilf

Eoor = PLx <kl =p,

also

K = :&;(/7)_ (,kadtr/um[lﬁoh (inverse ][MCJLTOIA)



Tabelle, der Norma(vcr#eflunj_

Tabelley  giud clag Hackhouelle Miktel, Weile vou & z2u Lindew.
(m Reduvwdanrz z2u vermeidew, euthallen sic nw Werle L)
][c'ir X 20, alo mit Pix) 2 0,5,

Die Symmetsc vou @ opiegelf sich in B dadurcl wider, dagc
$(-x) = 1 — ) X 2o,
deuw fur  eme Wlon -verteilte 2V Z  habeu wir
B(-x) = PLZ2Ze-x1= PLZ 2x]

= 4A-PLZex]
= 1- $w)

Eiqeuschaften oder Norwalvesteilung

iy Seqgeu dass X normelverteilt st , weun
X ~ M(/L.cfz) fir e peR uwd ein 3< RT.

Saiz . Seiew 2, Y norwmalverteilt uud uuabhdingiq , uuof
ceieu abe®R . Dayu 3:’[&:

e a} tb

o ) + 4\1

sinel mnormalverteilf

Beweis Cldee): s X ~Ff (Dichte £), dame st aX +b ~ g
mit 9(y) = f{%b) ) deun y=axrb = x=Y—;_b
L?wprl:)[ct Lt £ Dichie eves Normqluerle/i/ung, dauy cuel g-
Der zweite Teil Tt chwieriger 2u paigecy el wren broue it
che Fa,l#uuﬁ-



Yorollas : Seien %NM(/LkIQf) i '7“"4/(/{3,3‘72), a b el .
Da.uu 31/*
v a¥X+tb ~ ‘A/(a.,u,,e tb, &38x%)

Aty ~ ll‘/(/u*+/aa,6i52+8;;)

bir schreibeu Wio 1) -vetedte 2lenw ol 5.

&tz - Seieuw Z ~ W/[ol'{)( X "’DV‘(/L,C?Z) . Dauun 7/’[6
'6Z+/A— ~ \M(/Mét)

¢ ¥3.M ~ Wlo1)

Be{s,;ial 647 bir wolleu Sigusde 0, 4 dber einev Kaual wmif

Rausclen (noise) seuden. Wir kodiereu

0 als -2
A als 2 .

Der Empfa‘.’ugcr (rece«‘uu) sieuf St‘gua/c, cler Forw
E=x+R , R & Wion)
und cekocliert nach clen Regeln

E = O(S_ bufrCI '{
E < 0,5 wn‘o( o

bie 3ro/5 izt die Feuleswahsscheinlichked i /‘edewt Fall ¢



Seuder: 0 als -2 e Ewpliuger: E z o5 als A

1 als 2 E< OS aly O

Felles peimn Ew\p('awj Jou A

PlE<og (S-21 = PLx+Rcos | v= 2]
= PLR<«-45] = PLR>AST = A-P[R&4.S]
Mi¢ R- puorm (- 1.5
Tabele- A= B(AS)
//,I N
-4 S 1.5

Seuder: 0 als -2 Eeyep EMp(duﬁa: Ezos als A
1 afs 2 E< OS aly O

Felules beiwn Ew\p.(’a.uj vou 2 :

PlEzoe (S--21 = P x+R20s5 | x=-21

=P[-2+R =201 = PLR=2 28]
= A-P[R<2.5]
Mt R- puorm (- 1.5, lowentail = FALSE)

Taa&ﬂucf'f /l' @Cqu)



Be&spt@( 61 : Aungeuommen dic Gro‘(ﬁc e,uof)d‘llsc&er M&uuer st
hormalverteilt mit Milfelwert = A7%6 cun uud
qu,udqldaéwe{o&uuﬁ 2= UYewm.

e lie grof 3t die lahisc heivlich keit; dass you zwed
2w fdlliy gewdlllen Mauuern der &ltere. minelestess
2 cun grd(Ser ist alt der juugere
(unter der Awuakue oass Adter umnd GeoSe uuqék‘ﬂg(g giud) 2

Beispta( 62 : Avgeuommen dic éwé‘ﬁe, e,uof)d.‘tlsdler M&uuer st
hormalverteilt wat Milelwert o= 43%6 cun  uud
Sfa,uolajdaéwe{ohuu«j 2= Yewm.

. lie grof 3t die lamisc heiwlich keit; dass you zwed
au.fdrlh'g 3&0&“‘&“ Mauyen de; &liee Mmineles feses
2 cu 3r6‘ﬁ'ef ist als der jdugere
(wnter der Auuahue , dass Alber uud Ges(Se wuabldigig tiud)

Ser die W K die Grife eumplischer Mlues wd seiew X, #y
2wy wuq.babugrsc Eopien vou Z.

$& D:= X, - H, dic Difperent dei Grdfen, zweier sufilliger Manues.
Wig ,Zra{(@,, nac b

PLD >2]



L)"l' WisSeu

Daun 3///

Die €& —95 — 99,7 — Regel

Ho ¥y ~ ‘/Vl/“‘gv

\
AN
|
HH

R

=7 - %2 ’Vl/t/('/tlgz)
= D= W- "y o W (- 8°8Y) = W0, 28)

A1

A

Sei 2 ~ WMo1).
PL-14 < 2 ¢
PL-2 ¢ Z ¢
PL-%5 ¢ Z ¢

>

Damnun 3.'1,6

1 = o068
1 = 0,95
1 = oMt

Fér eiv X nv VVL/u,al) gibe

PL -3
PL =28
P[ /4,4,—33

n

i~

i~

x
x
x

<
-

n

)

Mz ]
mels )
M3z

\

0,68
0,95

044t

A4 -&(0,3836) = 6332



